TD 1 : Se familiariser avec les bases/notations

Exercice 1. Soient une population & = {1,2,3} et le plan p(-) suivant

p<{17 2}) - ;7 p({l, 3}) = i, p({Q,S}) S

1. Donnez les probabilités d’inclusion d’ordre un.
2. Pourquoi la somme de ces probabilités d’inclusion vaut nécessairement 2 7

3. Donnez la matrice de variance—covariance des variables indicatrices 1{esy, & € U.

Solution 1. 1. On a

3

mo= > p(s)=p({1,2}) +p({1,3}) = T
s€.¥: 1€s

3

m= Y pls)=p{L2D) +p({23) =,
s€.¥: 2€s

1

= Y p(s)=p({L3N +p({23) = 5.
s€.¥: 3€s

2. Car c’est un plan de taille fixe et la taille est 2 justement.
3. Il s’agit donc de calculer (avec les notations du cours)
o Ty — TETy, k 7é ga
e 7Tk(1 - 7Tk), k=24
On a
3 3 3 1 3 3 1 1 3 1 1
1 4( 4> 60 "RTo 11T T tBT1 15T Ty
3 3 3 1 3 1 1 1 1 1
22 4( 4> 167 "BT 44 3T g O 2< 2) e
et donc la matrice de variance—covariance est
1 3 -1 -2
A=—1]-1 3 =2
16

2 —2 4
VYN

Exercice 2. Soient une population & = {1,2,3} et le plan p(-) suivant

p({172}) = ;7 p({l,S}) = i, p({Q,S}) — i

1. Donnez la distribution de probabilité du m—estimateur de la moyenne p, pour un
caractere d’intérét y.

2. En déduire le biais de cet estimateur.
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Solution 2. 1. Puisqu’a l'exercice 1 nous avons calculé les probabilités d’inclusions
d’ordre 1, nous avons

(ErE =0 (e g

ﬂy,ﬂzg 3y7/14+1y7/32? s={1,3} = %v s ={1,3}
4

3L/24+1y732’ 32{273} %6%’7 5:{273}

2. Ainsi

1 4yi+y) 1 4y +6ys 1 4y, + 6ys
E(f, )= - x WL t¥)  ° 21 +Os - 2210l
() =g X =g+ 31X~ 9 +t1X "3

- 2y1 + 2y +y1 + 1.5ys + yo + 1.5y3

N 9

_ 3y1 + 3y2 + 3y3

9
Y1ty tys
=3 = lly.

Ce qui est logique puisque nous avons vu que le m—estimateur était un estimateur
sans biais!

ASENSEN

Exercice 3. Soit la matrice de variance—covariance A = (Ay)x ¢ des indicatrices Lires
pour un plan p(-) donné. On sait que

1 1 1 -1 -1
6 1 1 1 -1 -1
A= %% 1 1 1 -1 -1
-1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 1 1
1. Le plan p(-) est-il de taille fixe ?
2. Satisfait il aux conditions de Sen—Yates—Grundy ?

3. Sachant que m = m = w3 > my = s, calculer les probabilités d’inclusions d’ordre
1.

4. Donnez la matrice des probabilités d’inclusions d’ordre deux.

5. Donnez les probabilités associées a tous les échantillons possibles.

Solution 3. 1. Ce plan n’est pas de taille fixe puisque >,y Age # 0.
2. Ces conditions ne sont pas vérifiées puisque (par exemple) Ao =1 > 0.
3. D’apres la matrice A, on a pour tout kK € U
6 2 3
(1l — ) = o5 < T € {5,5}.
D’apres les indications supplémentaires, on a donc

2 3
7T1:7T2:7T3:g, Ty = Ty = —.

o
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4. Puisque Ay = mpe — e, k # £ et que nous connaissons déja les 7, nous pouvons

en déduire que

N I

T2 = A12 7T17TQ—25 25—5
6

7T14:A14+7T17T4:—%+%:O

Ap + 6+9 3

Ty = Tyl = — + — = —

45 45 475 o5 o5 5

Avec des calculs similaires, la matrice des probabilités d’inclusion d’ordre deux est

cow | W
w | coo
wo oo

|
S o N
oo | v

. Du fait de la présence de nombreux zéro au sein de la matrice des probabilités

d’inclusion d’ordre 2, on sait que les échantillons possibles sont (éventuellement)

{11 {2}, {33, {4}, {53, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {4, 5}, {1,2,3}.

Du coup on a déja

Pr(S = {4,5}) = my5 = ?

D’un co6té puisque m = 79, On a

Pr(S = {1}) = Pr(S = {1,3}) = 0,  Pr(S = {1,2}) + Pr(S = {1,2,3}) = i

échantillons contenant 1 mais pas 2 échantillons contenant 1 et 2

De I'autre puisque m; = 73, on a également
2
Pr(S ={1}) =Pr(S={1,2}) =0, Pr(S ={1,3}) + Pr(S ={1,2,3}) = =
On en déduit donc que Pr(S = {1,2,3}) = 2/5. Le méme raisonnement conduit a

Pr(S = {2}) = Pr(S = {3}) = Pr(S = {2,3}) = 0.

Enfin on a

I
o

Pr(S={4}) =my — 145 =

Pr(S={5}) = m5 — ms =

Ot W ot W
|

ot W ot W
I
e

Pour résumer on a donc

3 2
p<{4’ 5}) = 5’ p({L 273}) = 57
et le plan n’est effectivement pas a taille fixe.
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Exercice 4. On considere un plan sans remise effectué sur une population de taille N.
On suppose que les probabilités d’inclusions d’ordre 1 et 2 m, et 7, sont strictement
positives. A partir d'un échantillon aléatoire S, on s’intéresse a ’estimateur suivant

1. Pour quelle fonction d’intérét cet estimateur est il sans biais ?

Solution 4. On a

A

Yk 1 Yo
E(0) = N2 > —B(lgresy) + 75 2 —Ellpeesy)

keu Tk kecu Tkt
]
N2 Z Yk + Z Ye
kel =
kAt
1 1
= ﬁty + ﬁ(Nty — ty)
= Nty = /,Ly.
La fonction d’intérét est la moyenne!
Exercice 5. 1. Montrez que
*Z y 2]1\72 Z yk—yz)-
N i =
kAt

2. Pour un plan sans remise quelconque mais dont les probabilités d’inclusion d’ordre
1 et 2 sont strictement positives, construisez un estimateur sans biais de 05.

Solution 5. 1. On a

2N2 2 (y

—yr)® _2N2 > (e —we)®

k.0l [=r
oy
Z ?Jk Z YrYe
N N2 k0l N N2 ke
N Z yk Z Yk Z Ye
N i N & =y
=y -7
— 0';

2. On utilise donc le résultat précédent et on utilise le m—estimateur, i.e.,

Z yk yz)
2N2 k€S The

| )

qui est un estimateur sans biais des lors que les 7, sont tous positifs.

ARSI
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TD 2 : Plans simples

Exercice 6. On souhaite estimer la surface moyenne cultivée dans les fermes d’un canton
rural donné. Sur les N = 2010 fermes de ce canton, on en tire 100 par sondage aléatoire
simple. On mesure y; la surface cultivée dans la ferme k en hectares, et ’on trouve

> yp =2907ha, > y? = 154593ha’.
keS keS

1. Donnez l'estimateur sans biais classique de la moyenne

1
Ky = N}%}{yk

2. Donnez un intervalle de confiance a 95% pour p,.

Solution 6. 1. Dans un plan simple, 'estimateur sans biais classique est
1 2907
[, = — = —— = 29.07ha.
=5 2 ¥ = 0 ¢

2. La taille de I’échantillon n = 100 étant suffisamment grande, on peut supposer sans
trop de risque fi,, suit approximativement une loi normale. L’intervalle de confiance
en découle et s’écrit

N —nS2 2010 — 100 707.94
41,964 —— 2| = [29.07+1. — [23.99.34.1
fiy & 196y —— ! [907 96\/ 00 X 100 ] [23.99, 34.15],

ol nous avons utilisé le fait que

. n 1 100
S? = - 2_p2) = —(1545.93 — 29.07%) = 707.94
v 1 <n ,;y’“ i) = ( )

Exercice 7. On s’intéresse a la proportion d’hommes atteints par une maladie profession-
nelle dans une entreprise de 1500 travailleurs. On sait par ailleurs que trois travailleurs
sur dix sont ordinairement touchés par cette maladie dans des entreprises du méme type.
On se propose de sélectionner un échantillon au moyen d’un sondage aléatoire simple.

Quelle taille d’échantillon faut—il sélectionner pour que la longueur totale d’un inter-
valle de confiance avec un niveau de confiance 0.95 soit inférieure a 0.02 pour les plans
simples avec et sans remise 7

Solution 7. Le parametre d’intérét est donné par
1
P= = Z Yk,
N i
ou les y; sont des indicatrices codant la présence ou non de la maladie. On estimera ce
parametre par
1
p=—> un

keS
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et la variance de cet estimateur est donnée par

0'2 .
Y
avec remise
AV A~ n )
ar (p> N—-n Sg .
N n Salls rerise,
n

mais puisque y; = y, la variance et la variance corrigée sur la population sont égales a

2
1 1 N
2 2 2
oi==> u— =D uw| =p-p’=p1-p), S, =——p1-p).
! N i (Nkeu ) YN

Ainsi on a donc

1— )
p1=p) avec remise
Var(p) = no ’
p N—n p(1—p) .
i ., sans remise.
— n

Si 'on suppose que la taille de I’échantillon est suffisamment grande pour que l'ap-
proximation selon la loi normale soit acceptable, on a donc un intervalle de confiance a

95% de la forme
5+ 1.96 x /Var(p).

Ainsi on cherche donc la taille de ’échantillon n telle que

2 x 1.96 x \/Var(p) < 0.02 <= Var(p) < 196>

w < 19672, avec remise
%@ < 19672, avec remise
n > 196%p(1 — p) avec remise
n > 1962Np(1 — p)/{N — 1+ 196%p(1 — p)} sans remise.

En prenant p = 3/10 et N = 1500 on trouve alors que

8067, avec remise
1264, sans remise.

Notons qu’avec remise la taille d’échantillon requise est supérieure a la taille de la popu-
lation :-(

ARSI

Exercice 8. Un échantillon de 100 étudiants est constitué au moyen d’un plan aléatoire
simple sans remise dans une population de 1000 étudiants. Le résultat obtenu est présenté
au sein du Tableau [2|

Table 2: Nombre de succés/échec selon le sexe pour un échantillon de 100 étudiants pris parmi
1000.

Hommes Femmes Total
Réussite nyy =35 nis =25 ny. =60
EChGC No1p = 20 Nog = 20 No. = 40
Total niy=25 mnys=45 n =100

— Estimez le taux de réussite des hommes et des femmes.
— Calculez le biais (approché) des taux de réussite.
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— Estimez 'erreur quadratique moyenne de ces taux de réussite.

Solution 8. 1. Bon bah la on réfléchit pas plus de 2 secondes et 'on écrit bétement

A 25 A 35
Rp = T 55.6%, Ry = = 63.6%.

2. On a vu que la moyenne empirique était un estimateur sans biais—que ce soit sans
remise ou avec. Alors pourquoi parlons nous ici de biais approché??? Le probleme
vient du fait que I'on pioche (sans remise) 100 étudiants parmi 1000. En conséquence
le nombre de filles/gargons présents dans ’échantillon est aléatoire!!! Cela nous
introduit un biais. . .

Rappel de cours (je lespére inutile) : Le biais approché d’un ratio R = ju, /[, est
1 N—nl

Biais(R) =~ — —

iais(R) Z N n

Revenons a notre exercice et commencgons par les filles galanterie oblige. On a donc

(RS2~ S.y).

N ,ay
RF = =
X
ol les y sont des variables binaires valant 1 lors de la réussite d’une femme, 0 sinon,
et = sont des variables binaires valant 1 s’il s’agit d’'une femme, 0 sinon.

On a donc (puisque z2 = z3, et Tryr = Yi)

1

4 N
Si= =X - Nid ) = =N = Nii) = (1 — 1)
N-1 (keu N-1 N-1

1 1 N
Spy = —— — Npgpty | = ———(Npy — Nptapty) = ———p1, (1 — 1)
y N_l(kezuxkyk u;@) g Vi = Niapy) = =1y (1 = )

Ainsi le biais approché vaut donc

S 1 N—nl
Biais(Rp) ~ 2N _1n {Rrpa(l = piz) = py(1 — piz) }
1 N—nl
:EN_lﬁ{,Uy(l_,Ua)_Ny(l_,uz)}a My:RFﬂx
= 0.

On trouvera le méme résultat pour les garcons, i.e., un biais approché nul. D’ailleurs
¢’est nul comme question car pour ce cas particulier le biais approché est toujours
égal a 0;-)

3. Cours : La formule de l'erreur quadratique approchée d’un ratio R = ju, /1, est

1 N—-nl

w2 N n

EQM(R) ~ (S2 = 2RS., + R?S2) .

Pour notre cas particulier et toujours pour les femmes on a donc

A 1 N—nl N N N
EQM(Rp) ~ — { (L= ) = 2Re (1 = o) + Rl = o)}

2 N nl|N-1 N-1 N-1
1 N—nl
= 2N—1n {1y (1 = py) = 2Rppy (1 — pia) + Rppy (1 — o)}
1 N—nl
=, {1 =y, — Rp(1 — pu,
M%N—ln'uy{ Hy F( fz)}
1 N—nl
= — 1-R
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On estime cette erreur quadratique moyenne par
1 N—nl A
— —i, (1 —R
22N 1 il = Bir)

1 1000 — 100 125( _25)
(45/100)2 1000 — 1 100 100 45
=4.9x 1077,

E/QT/I(EF> ~

De méme pour les hommes on trouve
EQM(Ry) ~ 3.8 x 1075

ASRSENS
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TD 3 : Plans a probablités inégales

Exercice 9. Une population est composée de 6 ménages de tailles respectives 2, 4, 3, 9,
1 et 2 (la taille z; d'un ménage k est le nombre de personnes physiques qu’il comprend).
On tire 3 ménages sans remise, avec une probabilité proportionnelle a leur taille.

1. Donnez les probabilités d’inclusion des 6 ménages de la base de sondage—soyez
prudent. . .

2. Réalisez effectivement le tirage par une méthode systématique.
3. A partir de ’échantillon obtenu en 2, donnez une estimation de la taille moyenne &

des ménages ; le résultat était-il prévisible ?

Solution 9. 1. Pour tout k € U/ on a

T 3Ik Tk
T —=N— — —— —
X

21 77

On remarque que my = 9/7 > 1. On corrige le probléeme en posant my = 1 et en
réajustant les autres probabilités d’inclusions, i.e., pour k € U \ {4}

T 2371@ T
Ty = 2— — = —
T — T4 12 6
On a donc
1 2 1 1 1 1
T ==, TMo=—, M3=—, 4= 5 ==, Tg==.
1 37 2 37 3 27 4 ) 5 67 6 3

Notons que nous avons bien comme attendu 22:1 T = 3.

2. Puisque 74 = 1, le ménage 4 est forcément pris; reste donc a tirer deux ménages a
I'aide d’une réalisation d’'une U(0,1) et d'un pas de tirage de 1.

3. L’échantillon S peut sécrire S = (ky, ko, k3) avec k; = 4. Ainsi

A 1 T 1/9 Lo Lq
T D =35,
=N 6<1+xk2/6+a:k3/6

kes Tk

Remarquons que = = Z. Ce résultat est évident puisque les xy, et 7, sont parfaitement
proportionnels et donc un estimateur de variance nulle!

ARSI

Exercice 10. On a répertorié dans une petite municipalité 6 entreprises dont les chiffres
d’affaires (variable xj) sont respectivement de 40, 10, 8, 1, 0.5 et 0.5 millions d’euros.
Dans le but d’estimer I'emploi salarié¢ total, sélectionnez trois entreprises au hasard et
sans remise, a probabilités inégales selon le chiffre d’affaires, par la méthode du tirage
systématique (en justifiant votre démarche). Pour ce faire, on utilise la réalisation suivante
d’une variable aléatoire U(0, 1) : 0.83021. Que se passe-t-il si on modifie 'ordre du fichier ?
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Solution 10. Commencons par dire que le tirage a probabilités inégales semble justifié
puisqu’a priori il devrait avoir une relation plus ou moins proportionnelle entre le le chiffre
d’affaire et le nombre de salariés.

Commencons nos calculs pour ce tirage systématique. On a Yo, xx = 60 et puisque

—340—2>1
T = 60_ )

I'unité 1 est sélectionnée d’office et retirée de la population. De maniere analogue, puisque

o 10
60 — 40

T =

I'unité 2 est également sélectionnée d’office et retirée de la population. Il reste donc a
sélectionner une derniere unité parmi celles restantes. On trouve facilement

8 1 1 1

10’ 7T4=E> s = 6

T3 = %, = %

Notons que I'on a bien comme attendu 22:3 7, = 1. Les probabilités d’inclusions cumulées
sont

7'('3:0.8, 7T3+’7T4:0.9, 7T3+7T4+7T5:O.957 7T3+7T4+7T5+7T6:]..

Puisque la réalisation d’une U(0, 1) est 0.83021, I’échantillon obtenu est {1,2,4}.

Si 'on modifie 'ordre du fichier en gardant cette réalisation d'une U(0, 1), les unités
1 et 2 sont toujours sélectionnées d’office. Si I'unité x = 8 est en position 2, 3 ou 4 elle
est toujours retenue ; sinon tout est possible. . .

Morale de I'histoire I'ordre du fichier influe sur ’échantillon sélectionné.

ASENSEN

Exercice 11. Soit une population de 5 unités. On veut sélectionner par un tirage systéma-
tique a probabilités inégales un échantillon de deux unités avec des probabilités d’inclusion
proportionnelles aux valeurs x; suivantes

1,1,6,6,6.

1. Calculez les probabilités d’inclusion d’ordre un.

2. Considérant les deux unités dont la valeur z; vaut 1, calculez leurs probabilités
d’inclusion d’ordre deux pour chacune des permutations possibles du fichier. Consé-
quence ?

Solution 11. 1. Le total vaut > ., zr = 20 et donc

1 1 6
M =Ty =2 X — — M3 =Ty =TM5 =2 X —

20 10’ 20 5

2. Remarquons qu’il y a (5)

,) = 10 permutations possibles du fichiers, i.e., le nombre
de manieres de placer les valeurs « 1 » parmi 5 cases. Le tableau |3| liste toutes les
permutations possibles.

Ici il s’agit d’étre astucieux afin de ne pas faire tous les calculs. En effet pour le tirage
systématique seule la position relative des unités importe. Ainsi les permutations

du fichier 1, 4, 5, 8 et 10 correspondent & la méme situation et les permutations 2,
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Table 3: Toutes les permutations possibles du fichier de I'exercice .

Permutation x; 2o x3 x4 5

1 1 1 6 6 6
2 1 6 1 6 6
3 1 6 6 1 6
4 1 6 6 6 1
5 6 1 1 6 6
6 6 1 6 1 6
7 6 1 6 6 1
8 6 6 1 1 6
9 6 6 1 6 1
10 6 6 6 1 1
T3 o
T3
Uy
T U1
T4 T4

s 5

Figure 1: Représentation graphique des probabilités d’inclusion d’ordre 1 cumulées de I'exercice.
Gauche : cas A ; Droite : Cas B.

3, 6, 7 et 9 a une autre unique situation. Il suffit donc de considérer que ces deux
cas particuliers au lieu des 10 possibles, c’est a dire

Cas A: {1,1,6,6,6}, Cas B: {1,6,1,6,6},
dont les probabilités d’inclusion d’ordre 1 sont respectivement
Cas A: (1/10,1/10,3/5,3/5,3/5), Cas B: (1/10,3/5,1/10,3/5,3/5).

Graphiquement les probabilités cumulées peuvent se représenter comme sur la Fi-
gure [1} On voit notamment qu’il est impossible d’obtenir un échantillon contenant
les deux unités « 1 » puisque le pas de tirage vaut 1. Ainsi on a donc une probabilité
d’inclusion d’ordre 2 nulle et 'estimation de la variance du m—estimateur est biaisée.

ARSI

Exercice 12. Soit une population & composée de 6 unités. On connait les valeurs prises
par un caractere auxiliaire x sur toutes les unités de la population :

58

T = 200, To = 80, T3 = 50, Ty = 50, Ty = 10, Tg = 10.

1. Calculez les probabilités d’inclusion d’ordre un proportionnelles aux x; pour une

taille d’échantillon n = 4. Soit 0.48444 une réalisation d'une U(0,1). Sélectionnez
un échantillon a probabilités inégales sans remise de taille 4 au moyen d’un tirage
systématique, en gardant 1’ordre initial du fichier.

. Donnez la matrice des probabilités d’inclusions d’ordre deux (ordre initial du fichier

fixé).



3. On suppose qu’une variable d’intérét y prend les valeurs suivantes :
hn = 807 Yo = 507 Ys = 307 Ys = 257 Ys = 107 Yo = 5.

Constituez un tableau avec, en ligne chaque échantillon s possible, et en colonne
les probabilités de tirage p(s), les estimateurs respectifs du total Y (s) et de la
variance Var[Y]. Calculez, sur la base de ce tableau, les espérances E[Y] et E[Var[V]).
Commentez.

Solution 12. 1. Puisque ;o 2k = 400 et

200
=4—=2>1
%400 !
I'unité 1 est sélectionnée d’office et retirée de la population. On a de maniere ana-
logue
80
=3—=12>1
™= 2400 — 200 ’
I'unité 2 est sélectionnée d’office et retirée de la population. Enfin on trouve facile-
ment que
5 50 5 5 10 1
Ta = T4 = _— - Te = Mg = _— = =,
T T 20 60 T YT 120 6

/7 . b ; 6 J—
On vérifie que l'on a bien Y, 5 m = 2.
Les probabilités d’inclusion cumulées sont

7T3:5/6, 7T4:10/6, 7T5:1]_/6, 7T6:2.

I ]
i T

0/6 u 5/6 u+110/6 11/6 12/6

Figure 2: Probabilité d’inclusion cumulées de I'exercice.

Puisque 0.48444 < 5/6 et 5/6 < 14 0.48444 < 10/6, 'échantillon obtenu est
{1,2,3,4}.

2. La matrice des probabilités d’inclusion d’ordre deux est donnée par

— 1 5/6 5/6 1/6 1/6]
1 — 5/6 5/6 1/6 1/6
5/6 5/6 — 4/6 1/6 0
5/6 5/6 4/6 — 0 1/6
1/6 1/6 1/6 0 — 0
1/6 1/6 0 1/6 0 —

Les deux premieres lignes et colonnes de cette matrice découlent de la propriété

Pour tout k, pour tout ¢ : m, = 1 = mp = 7.

Pour les autres valeurs c¢’est un peu plus fastidieux puisqu’il faut considérer tous les
cas possibles. A ordre fixé, si on note u la valeur tirée au hasard entre 0 et 1, on
voit d’apres la Figure [2| que

— Si 0 <u <4/6, alors on tombe dans les intervalles numéro 1 et 2;

— S14/6 <u <5/6, alors on tombe dans les intervalles numéro 1 et 3;

— Si5/6 < wu <1, alors on tombe dans les intervalles numéro 2 et 4.
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D’ou
7134—6, 7T35_6’ 7T46—6a

et les autres probabilités sont nulles.

. D’apres la matrice précédente, il n’y a que 3 échantillons possibles (de taille fixe).

Le m—estimateur s’écrit

et sa variance est estimée par

@[g]:_l 3 AM(%_W>2
2% The \T W)
)

Notons que le vrai total vaut y = 200. Les estimations et variances estimées pour
chaque échantillons sont

Table 4: Probabilités de tirage, estimations et variances estimées pour chaque échantillon pos-

sible.

60

Echantillon s Pr(S = s) 0 Var|j]
11,2,3,4) 1/6 196 0.75
{1,2,3,5} 1/6 226 48
{1,2,4,6) 1/6 190 0

Total 1 E[g] =200 E[Var[g]] = -7.5

Comme attendu on voit que le m—estimateur est sans biais. En revanche ’estima-

teur de sa variance est biaisé puisque des probabilités d’inclusion d’ordre deux sont
nulles!!!

ARSI



